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Prescription du Spectre
du Laplacien de Hodge - de Rham.
Pierre Guerini∗
Re´sume´
On prescrit, pour un domaine euclidien de topologie donne´e, toute partie finie
du spectre du Laplacien de Hodge - de Rham, avec multiplicite´ 1 ou 2. Les domaines
re´pondant a` cette question ne de´pendent pas du degre´ des formes diffe´rentielles lorsque
celui-ci est compris entre 2 et n − 1. De plus, on prescrit dans ce cas e´galement le
volume. On obtient un re´sultat similaire dans le cas des varie´te´s compactes.
La preuve s’appuie sur une ge´ne´ralisation aux formes diffe´rentielles des ”halte`res de
Cheeger” ainsi que sur un re´sultat de convergence du spectre lorsqu’on relie ensemble
des varie´te´s par des cylindre de longueur fixe´e et de rayon qui tend vers 0.
Abstract
We prescribe, for a Euclidean domain with given topology, any finite part of the
spectrum of the Hodge and de Rham Laplacian, with multiplicity 1 or 2. The domains
which yield this result do not depend on the degree of the differential forms when it
is between 2 and n− 1. Moreover we also prescribe the volume in this case.
We get a similar result for a compact manifold. The proof relies on a generalization to
differential forms of the ”Cheeger’s dumbbell balls” as well as on a result of convergence
of the spectrum for manifolds connected together with cylinders of fixed lengths and
radii which tend to 0.
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1 Les Re´sultats.
Dans [CV1], Yves Colin de Verdie`re montre l’existence, a` partir d’une suite croissante
finie de nombres re´els strictement positifs, d’un domaine euclidien ou d’une varie´te´ rie-
mannienne dont le spectre pour les fonctions commence par cette suite (dans le cas des
domaines, on conside`re le proble`me de Neumann puisque, pour le proble`me de Dirichlet,
le rapport entre la deuxie`me et la premie`re valeur propre est borne´, en vertu de l’ine´galite´
de Payne-Po´lya-Weinberger, voir [P-P-W]).
Nous donnons dans cet articles un re´sultat similaire dans le cas des formes diffe´rentielles.
A` la diffe´rence de ce qui est fait dans [CV1], nous ne prescrivons le spectre qu’avec mul-
tiplicite´ 1 ou 2. Toutefois nous demeurons dans une classe de diffe´omorphismes donne´e.
De plus, lorsque le degre´ des formes diffe´rentielles est compris entre 2 et n− 1 (dans le cas





(dans le cas des varie´te´s compactes), le domaine ou la me´trique sont inde´pendants de p et
l’on prescrit e´galement le volume.
Dans le cas des fonctions, nous redonnons rapidement, sur les domaines euclidiens ou
les varie´te´s diffe´rentielles de dimension plus grande ou e´gale a` 2 et de topologie donne´e,
une construction de laplaciens satisfaisant a` la prescription d’une partie finie sans multi-
plicite´ de son spectre (sans prescrire le volume). Cela permet d’obtenir simplement, par
diffe´rentiation, la prescription du spectre des 1−formes.
Commenc¸ons par donner le cadre ge´ne´ral de l’e´tude (voir [D2] et [T]) :
Soit n, un entier plus grand ou e´gal a` 2 et Ω, un domaine borne´ de Rn (dont le bord
sera toujours lisse). Soit e´galement (M, g), une varie´te´ riemannienne compacte orientable
sans bord de dimension n ≥ 2. Le laplacien est de´fini par
∆ = d δ + δ d,
ou` d est la diffe´rentielle et δ = (−1)p(n−p)+1 ? d ? est la codiffe´rentielle, ? e´tant l’ope´rateur
de Hodge.
Dans le cas des domaines, les deux proble`mes a` bord conside´re´s sont :
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le proble`me relatif (R) (qui ge´ne´ralise le proble`me de Dirichlet) :

∆ ω = λ ω
J?ω = 0
J?δω = 0
le proble`me absolu (A) (qui ge´ne´ralise le proble`me de Neumann) :

∆ ω = µ ω
J?iNω = 0
J?iNdω = 0
ou` J : ∂Ω ↪→ Ω est l’inclusion canonique, N la normale exte´rieure au bord et iN le
produit inte´rieur par N .
Pour p ∈ {0, . . . , n}, on note µk,p(Ω) (resp. λk,p(Ω)) la kie valeur propre non nulle compte´e
sans multiplicite´ du laplacien agissant sur les p−formes diffe´rentielles sur Ω avec les condi-
tions de bord (CB) absolues (A) (resp relatives (R)). Comme l’ope´rateur de Hodge e´change
les deux types de conditions de bord et commute avec le laplacien, pour tout p ∈ {0, . . . , n}
et tout k ∈ N?, λk,p(Ω) = µk,n−p(Ω).
Notons aussi, dans le cas des varie´te´s compactes, pour p ∈ {0, . . . , n}, νk,p(M, g) la kie
valeur propre non nulle compte´e sans multiplicite´ du laplacien agissant sur les p−formes
diffe´rentielles sur (M, g). Ici, pour tout p ∈ {0, . . . , n} et tout k ∈ N?, νk,p(M, g) =
νk,n−p(M, g).
En vertu du the´ore`me de Hodge, le noyau du laplacien sur les p−formes diffe´rentielles
(qui, dans le cas des domaines, satisfont les CB (A) ou (R)) est canoniquement isomorphe
au pie groupe de cohomologie re´elle (absolue ou relative, dans le cas a` bord) de la varie´te´.
Nous nous restreindrons souvent au spectre des formes diffe´rentielles exactes. Nous no-
terons alors, pour tout p ≥ 1, µ˜k,p(Ω), le kie valeur propre correspondante, sur Ω (avec
CB (A)) et ν˜k,p(M, g) la kie valeur propre correspondante sur (M, g). Notons que par la
de´composition de Hodge,
µk,p = inf {µ˜k,p, µ˜k,p+1} (1 ≤ p ≤ n− 1), µk,0 = µ˜k,1, µk,n = µ˜k,n−1 (1.1)
et
νk,p = inf {ν˜k,p, ν˜k,p+1} (1 ≤ p ≤ n− 1), νk,0 = ν˜k,1, νk,n = ν˜k,n−1.
De plus, par dualite´ de Hodge, pour tout p ∈ {1, . . . , n} et tout k ≥ 1,
ν˜k,p = ν˜k,n−p+1. (1.2)
E´nonce´s des the´ore`mes :
The´ore`me 1.1 Soit Ω, un domaine de Rn (n ≥ 2), V , un re´el strictement positif et K
un entier plus grand ou e´gal a` 1. 0n se donne les suites finies strictement croissantes
1. (0 <)µ1,0 < . . . < µK,0
2. pour tout n ≥ 3 et p ∈ {2, . . . , n− 1}, (0 <)µ˜1,p < . . . < µ˜K,p.
Alors :
– Il existe un domaine Ω1 diffe´omorphe a` Ω tel que pour tout k ∈ {1, . . . ,K}, µk,0(Ω1) =
µk,1(Ω1) = µk,0.
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– Il existe un domaine Ω2 diffe´omorphe a` Ω, de volume V , tel que pour tout p ∈
{2, . . . , n− 1} et tout k ∈ {1, . . . ,K}, µ˜k,p(Ω2) = µ˜k,p. De plus, µ1,n(Ω2) > µ˜K,n−1(Ω2).
The´ore`me 1.2 Soit M , une varie´te´ diffe´rentielle compacte connexe sans bord de dimen-
sion n ≥ 2, V , un re´el strictement positif et K un entier plus grand ou e´gal a` 1.
0n se donne a` nouveau des suites finies strictement croissantes
1. (0 <)ν1,0 < . . . < νK,0
2. pour tout n ≥ 4 et p ∈ {2, . . . , [n2 ]}, (0 <)ν˜1,p < . . . < ν˜K,p.
Alors :
– Il existe une me´trique g1 sur M telle que pour tout k ∈ {1, . . . ,K}, νk,0(M, g1) =
νk,1(M, g1) = νk,0 (si n ≥ 3) et νk,0(M, g1) = ν2k−1,1(M, g1) = ν2k,1(M, g1) = νk,0
(si n = 2).
– Il existe une me´trique g2 sur M de volume V telle que pour tout p ∈
{





(n ≥ 4) et tout k ∈ {1, . . . ,K}, ν˜k,p(M, g2) = ν˜k,p.
Remarque 1.3 La multiplicite´ des valeurs propres (ne correspondant pas ne´cessairement
a` des formes propres exactes) que l’on prescrit dans le cas des domaines euclidiens peut
eˆtre, d’apre`s le the´ore`me 1.1 et la de´composition (1.1) librement choisie e´gale a` 1 ou 2,
lorsque n ≥ 4 et p ∈ {2, . . . , n− 2}.
Il en est de meˆme pour les varie´te´s compactes lorsque n ≥ 6 et p ∈ {2, . . . , [n2 ]− 1}. De
plus, lorsque n ≥ 4 la multiplicite´ de νk,n
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(M, g2) est toujours 2, pour tout k.
L’existence du domaine Ω2 (the´ore`me 1.1) et de la me´trique g2 (the´ore`me 1.2) reposent
principalement sur les constructions de la section 2 ainsi que sur un re´sultat duˆ a` McGowan
dans le cas des 1−formes diffe´rentielles (lemme 2.3 de [MG]) et qui se ge´ne´ralise aux formes
diffe´rentielles de degre´ quelconque (voir lemme 1 de [Ge-P] ainsi que l’annexe A, pour un
re´sume´ succint).
L’existence de Ω1 et de g1 sera, comme on l’a dit plus haut, une reformulation de la
preuve originale de Colin de Verdie`re, via une estimation de l’asymptotique des petites
valeurs propres qui apparaissent lorsqu’on relie des domaines ou des varie´te´s par des anses
de petit rayon (voir [A2]). On montre que l’on prescrit ainsi e´galement le spectre des
1−formes graˆce a` une nouvelle application du lemme de McGowan.
2 Les halte`res de Cheeger ge´ne´ralise´es.
Cette section pre´sente la ge´ne´ralisation aux formes diffe´rentielles des halte`res de Chee-
ger. Nous y de´montrons les deux the´ore`mes suivants :
The´ore`me 2.1 Soit un entier n ≥ 2.
Pour tout p ∈ {0, . . . , n − 2} il existe une famille (Ωp,u)u∈]0,1/10] de domaines de Rn,
diffe´omorphes a` des boules, de diame`tre majore´ inde´pendamment de u, telle que
lim
u→0
µ˜1,p+1 (Ωp,u) = 0. De plus, il existe une constante K(n) strictement positive et inde´pen-
dante de u telle que pour tout u et tout q 6= p, µ˜2,p+1 (Ωp,u) ≥ K(n) et µ˜1,q (Ωp,u) ≥ K(n).
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Graˆce au the´ore`me de Hodge, nous obtenons alors facilement :
Conse´quence 2.2 Les ine´galite´s de Faber-Krahn et de monotonie (voir [Be]) ou de Payne-
Po´lya-Weinberger (voir [P-P-W] et [AB]) ne sont ve´rifie´es pour le proble`me relatif sur les
domaines euclidiens que dans le cas des fonctions.
The´ore`me 2.3 Soit un entier n ≥ 2.
Pour tout p ∈ {1, . . . , [n2 ]} il existe une famille (Sn, gp,u)u∈]0,1/10] d’hypersurfaces de Rn+1,
diffe´omorphes a` la sphe`re Sn, de diame`tre majore´ inde´pendamment de u, telle que :
1. ν˜1,p(Sn, gp,u) = ν˜1,n−p+1(Sn, gp,u)−−→u→00,
2. ν˜2,p(Sn, gp,u) = ν˜2,n−p+1(Sn, gp,u) ≥ K(n) et si q 6= p, n−p+1, ν˜1,q(Sn, gp,u) ≥ K(n),
ou` K(n) est une constante strictement positive inde´pendante de u.
2.1 Construction de petites valeurs propres.
Nous effectuons dans cette section la construction des domaines Ωp,u et des me´triques
gp,u sur Sn.
L’halte`re de Cheeger ge´ne´ralise´e (n ≥ 3, 1 ≤ p ≤ n− 2).
La petite valeur propre sur l’halte`re de Cheeger classique provient de la fonction har-
monique (1,-1) sur la re´union de deux boules (cette re´union n’e´tant rien d’autre qu’un
voisinage tubulaire de la sphe`re de dimension 0). Lorsqu’on re´unit ces deux boules par
un cylindre, cette fonction harmonique donne lieu a` une fonction test orthogonale aux
constantes et associe´e a` un petit quotient de Rayleigh. C’est en suivant cette ide´e qu’on
effectue notre construction.
Soit la sphe`re Sp contenue dans Rp+1 ⊂ Rn = Rp+1 × Rn−p−1.
Soit e´galement, pour u ≤ 1/10, Op1(u), l’ouvert de Rn−p obtenu comme re´union de la
boule euclidienne Bn−p(0, 1/5) avec le cylindre ]0, 2/5[×Bn−p−1(0, u) (de sorte que l’axe
du cylindre passe par le centre de la boule). On lisse Op1(u) comme indique´ en annexe B
afin d’obtenir un domaine encore note´ Op1(u).
On forme alors le domaine Up1 (u) de Rn, diffe´omorphe a` un voisinage tubulaire de Sp, en
plongeant dans Rn le produit de Sp par Op1(u) :
Ip1 : Sp × Rn−p → Rn
(x, aν + ap+2 ep+2 + . . .+ an en) → aN(x) + ap+2Ep+2(x) + . . .+ anEn(x),
ou` (N,Ep+2, . . . , En) est un repe`re orthonorme´ mobile le long de Sp, de l’orthogonal de
Sp dans Rn (N(x) e´tant le vecteur orthogonal rentrant a` Sp dans Rp+1 au point x) et
(ν, ep+2, . . . , en) est une base orthonorme´e de Rn−p (ν e´tant un vecteur directeur de l’axe
du cylindre de Op1(u)) : voir figure 1 (ou` n = 3 et p = 1).
L’ouvert Up1 (u) n’est pas une boule topologique de Rn (il posse`de les meˆmes groupes
de cohomologie absolue que la sphe`re Sp).
Afin d’obtenir une boule topologique on en fait la re´union avec l’ouvert convexeBp+1(0, 1)×
Bn−p−1(0, u). Lorsque p = 0, cet ouvert correspond au cylindre de petit rayon qui relie












Fig. 1 – O11(u) et U
1
1 (u) (n = 3, p = 1)
par lissage de ce voisinage.
La boule que l’on a alors est un voisinage dans Rn du disque de dimension p + 1 inclus
dans Rp+1 = Rp+1 ×{0}n−p−1 ; il est obtenu par de´formation d’une boule euclidienne que
l’on rend ”e´paisse” pre`s du bord Sp et ”fine” plus loin. Nous appellerons partie ”e´paisse”
l’ouvert Up1 (u) et partie ”fine” l’ouvert B
p+1(4/5)× Bn−p−1(0, u).
Nous allons commencer par prouver que les boules Ωp,u posse`dent une petite valeur propre
pour les (p− 1)−formes.




0 si 0 ≤ r ≤ η
−2
lnη (lnr − lnη) si η ≤ r ≤
√
η
1 si r ≥ √η.
De´but de la preuve du the´ore`me 2.1 (existence de petites valeurs propres).
Nous montrons ici que pour tout n ≥ 3 et p ∈ {1, . . . , n− 2}, lim
u→0
µ1,p(Ωp,u) = 0 (le cas
n ≥ 2, p = 0 est classique).
Soit Wp, le domaine Ip1 (Sp × Bn−p(0, 1/5)). Nous avons Hp(Wp) ' Hp(Sp) ' R. Soit Σp
la sphe`re ∂Wp
⋂
Bp+1(0, 1) et Up,u le 2
√
u-voisinage tubulaire dans Rn de Σp.
Soit l’application :
χ˜4u : Ωp,u → R
x 7→ χ4u(dist(x,Σp)) si x ∈ Up,u
x 7→ 1 si x ∈Wp \ Up,u
x 7→ 0 si x ∈ Ωp,u \ (Wp
⋃
Up,u) ,
ou` la fonction χ4u a e´te´ de´finie en 2.4. Posons ωp,u = χ˜4u ωp. Cette forme test est lisse,
nulle sur la partie fine de Ωp,u et ve´rifie les CB (A) a` l’ordre 0.
Comme la codimension dans Rn de Σp est n− p ≥ 2, le quotient de Rayleigh de la forme
test tend vers 0 avec u.
Mais Ωp,u est diffe´omorphe a` une boule et ne posse`de donc pas de cohomologie absolue en
degre´ p ≥ 1. On applique alors le principe du Min/Max.
E´tudions a` pre´sent le cas des hypersurfaces compactes :
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Preuve du the´ore`me 2.3 (premie`re partie). Soit pour tout n ≥ 2 gp,u la me´trique
induite par Rn+1 sur le bord du domaine Ωp−1,u ⊂ Rn+1 construit plus haut. Comme
Ωp−1,u est diffe´omorphe a` une boule, nous obtenons ainsi des me´triques sur des hypersur-
faces de Rn+1 qui sont diffe´omorphes a` des sphe`res.
Les hypersurfaces ∂Ω0,u ne sont autres que la re´union de deux sphe`res par un cylindre de
petit rayon (halte`res de Cheeger compactes). Le cas p = 1 (ainsi que p = 2 lorsque n = 2)
est donc entie`rement re´solu par [A1].
Lorsque n ≥ 3 l’hypersurface ∂Ωp−1,u est constitue´e de l’image par l’application Ip−11 ,
de´finie cette fois-ci sur Sp−1 × Rn−p+2, du produit Sp−1 × Sn−p+1 (partie ”e´paisse”), re-
colle´e avec Bp × Sn−p+1(u) (partie ”fine”, Sn−p+1(u) est la sphe`re de dimension n− p et
de rayon u).
Comme dans le cas des domaines, on obtient une petite valeur propre pour les (p −
1)−formes en prolongeant par 0 une (p− 1)−forme harmonique sur Ip1 (Sp−1 × Sn−p+1).
Le reste de la preuve de 2.3 (et en particulier le fait que les petites valeurs propres que
l’on vient de construire sont en fait associe´es a` des formes propres coexactes) sera traite´
en section 2.2.2.
Remarque 2.5 Nous ne savons pas encore, a` ce stade des de´monstrations, si les petites
valeurs propres que l’on a construites ici sont associe´es a` des formes propres exactes ou
coexactes. Ce sera en particulier l’objet de la section suivante.
2.2 Existence de bornes infe´rieures uniformes.
Le but de cette section est d’e´tudier plus pre´cise´ment le spectre des formes exactes
des boules et des sphe`res que nous avons construites. Il s’agit de comple´ter la preuve des
the´ore`mes 2.1 et 2.3 en donnant des minorations inde´pendantes du parame`tre u.
Nous e´tablirons en particulier que les petites valeurs propres construites dans la preuve
pre´ce´dente ne peuvent pas eˆtre associe´es a` des formes exactes ce qui permettra, par
diffe´rentiation des formes propres, d’obtenir les petites valeurs propres annonce´es.
L’outil fondamental a` cette fin est le lemme de McGowan que nous pre´sentons en
annexe A. Tandis que les petites valeurs propres sont lie´es a` l’existence d’une p−forme
harmonique sur la sphe`re de dimension p, ce lemme de McGowan permettra pre´cise´ment
de limiter le nombre de petites valeurs propres en fonction de la dimension des espaces de




soit toujours 1 si p > 0 ou 2 si p = 0
nous obligera a` traiter a` part le cas des fonctions et des 1−formes.
2.2.1 Un lemme pre´paratoire.
Notation 2.6 Nous poserons, pour 1 ≤ p ≤ n2 , V p1 (u) = ∂Up−11 (u) ∩ ∂Ωp−1,u ou`, dans ce
cas, Up−11 (u) et Ωp−1,u sont des domaines de Rn+1.
Le but principal de cette section 2.2.1 est de minorer inde´pendamment de u la premie`re
valeur propre pour les k-formes exactes (A), k ∈ {1, . . . , n}, des ouverts Up1 (u) de´finis en
section 2.1, ainsi que des varie´te´s a` bord V p1 (u). Ce sera l’objet du lemme 2.7 suivant :
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Lemme 2.7 Il existe une constante K > 0 qui ne de´pend ni de p ∈ {1, . . . , n− 2} (n ≥ 3),
ni de k ∈ {0, . . . , n}, ni de u ≤ 1/10 telle que pour tous k, p et u,
µ˜1,k(U
p
1 (u)) ≥ K.
Il existe une constante K ′ > 0 qui ne de´pend ni de p ∈ {1, . . . , [n2 ]}, ni de k ∈ {0, . . . , [n2 ]},
ni de u ≤ 1/10 telle que pour tous k, p et u,
µ˜1,k(V
p
1 (u)) ≥ K.
Commenc¸ons par e´tudier la premie`re valeur propre pour les fonctions ve´rifiant les
conditions de Neumann sur
– une boule euclidienne de Rm, m ≥ 2 a` laquelle on a rajoute´ un cylindre de section
petite et de longueur fixe´e.
– une sphe`re prive´e d’une petite boule et de me´trique produit au voisinage de cette
boule.
On se donne une boule euclidienne de rayon 1/5 a` laquelle est recolle´e, de manie`re
a` obtenir un ouvert a` bord lisse, un domaine cylindrique de longueur 1/5 et de rayon
u (≤ 1/10) (notons que les domaines Op1(u) sont de ce type).
Notons, pour tout u, Ωu ce domaine et (d), l’axe du cylindre.
En recollant suivant la tranche du cylindre deux copies de Ωu, on obtient une halte`re de
Cheeger du type Ω0,u dans Rm (cf section 2.1).
Ce domaine posse`de un hyperplan de syme´trie (l’hyperplan de recollement). Notons s0, la
syme´trie correspondante.
Afin d’e´tudier le cas compact, nous conside`rerons aussi la varie´te´ a` bord de dimension m
Su = ∂Ω0,u ∩ ∂Ωu (Ω0,u est dans ce cas un domaine de Rm+1).
Le lemme suivant est une conse´quence directe de [A1] et [A2] :
Lemme 2.8 Il existe une constante A(m) > 0 qui ne de´pend que de m, telle que pour
tout u, µ˜2,1(Ω0,u) ≥ A(m) et ν˜2,1(∂Ω0,u) ≥ A(m).
Montrons alors le re´sultat suivant :
Proposition 2.9 Pour tout u, µ˜1,1(Ωu) ≥ A(m) et µ˜1,1(Su) ≥ A(m).
Preuve. Comme on l’a vu dans la preuve de la premie`re partie du the´ore`me 2.1,
il existe une fonction ω0,u sur Ω0,u, antisyme´trique (sous l’action de s0) et telle que
lim
u→0
R(ω0,u) = 0. Soit u0 tel que pour tout u ≤ u0, R(ω0,u) ≤ A(m)/2. On raisonne
alors par l’absurde en supposant qu’il existe une valeur de u ≤ u0 telle que µ˜2,1(Ωu) =
µ2,0(Ωu) ≤ A(m)/2. Soit fu, une fonction propre non nulle correspondante : ∆ fu =
µ2,0(Ωu) fu, fu satisfait aux conditions de bord (N) et fu est orthogonale aux fonctions
constantes.
Notons gu, la fonction sur Ω0,u obtenue par syme´trisation de fu.
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Cette fonction est orthogonale aux fonction constantes ainsi qu’aux fonctions antisyme´triques.
De plus, elle est C1 sur Ω0,u et ve´rifie l’e´quation ∆ gu = µ2,0(Ωu) gu presque partout sur
Ω0,u.
Par conse´quent, les fonctions ω0,u, gu et la fonction constante 1 sont deux a` deux orthogo-
nales et sont des fonctions-test sur Ω0,u associe´es a` des quotients de Rayleigh plus petits
que A(m)/2. Cela contredit le fait que Ω0,u ne posse`de que deux valeurs propres stricte-
ment plus petites que A(m).
La minoration de µ1,0(Su) se fait de meˆme.
Conside´rons a` pre´sent un domaine quelconque de dimension m ≥ 2 auquel on rattache
un domaine cylindrique de longueur l > 0 fixe´e et de rayon u qui tend vers 0, ou une
varie´te´ riemannienne de dimension m dont on excise une petite boule puis dont on modifie
la me´trique au voisinage du bord afin d’obtenir la me´trique produit ]0, l[×Sm−1(u).
Nous allons donner des minorations utiles pour la suite de certaines valeurs propres du
spectre des formes exactes de ces varie´te´s.
Nous avons ici besoin d’expliciter un peu la construction de ces ensembles.
Soit Ω, un domaine de Rm. On de´forme le bord de Ω au voisinage d’un point x du bord
de sorte qu’il existe ue > 0 tel que les courbures principales soient toutes nulles dans un
2ue−voisinage de x.
Quitte a` re´duire ue, on peut supposer que Ω contient une moitie´ de la boule euclidienne
de centre x et de rayon ue. Nous noterons encore Ω ce nouveau domaine. On peut alors
recoller un domaine cylindrique de longueur l > 0 et de rayon u ≤ ue (l’axe du cylindre
e´tant orthogonal en x a` ∂Ω). Notons Ωu,l le domaine, diffe´omorphe a` Ω, obtenu par cette
construction.
Si (M, g) est une varie´te´ riemannienne de dimension m, on modifie la me´trique afin que
celle-ci soit euclidienne sur un 2ue−voisinage d’un point. On excise alors une boule de
rayon u/2 (u ≤ ue). Notons (Mu, g), la varie´te´ a` bord que l’on obtient ainsi. On modifie
ensuite la me´trique (afin d’obtenir une me´trique lisse) au voisinage du bord afin d’obtenir
la me´trique produit ]0, l[×Sm−1(u). Notons (Mu,l, gu,l), la varie´te´ riemannienne a` bord
ainsi obtenue.
Proposition 2.10 Il existe trois constantes a1, a2, a3 strictement positives qui ne de´pendent




et pour tout p ∈ {2, . . . ,m− 1} (si m ≥ 3) et tout u ≤ ue/4,




Preuve. Commenc¸ons par l’e´tude des domaines euclidiens. Conside´rons le recouvre-
ment de Ωu,l sche´matise´ en figure 2 :
Le domaine Ωu,l,1 est le domaine Ω ; le domaine Ωu,l,2 s’obtient de la manie`re suivante :





Fig. 2 – Recouvrement de Ωu,l
de rayon 1/4 et de longueur 1/4. L’ouvert Ωu,l,2 est alors l’image de ce domaine par
l’homothe´tie de rapport 4u (on suppose, sans nuire a` la ge´ne´ralite´, que u ≤ ue/4). Le petit
cylindre de longueur u et de rayon u dont est muni Ωu,l,2 est contenue dans le cylindre de
Ωu,l. Le domaine Ωu,l,3 est un domaine de bord cylindrique de longueur l − u ; c’est donc
un convexe de diame`tre ≤ 2l. Enfin, Ωu,l,12 = Ωu,l,1 ∩Ωu,l,2 et Ωu,l,23 = Ωu,l,2 ∩Ωu,l,3 sont
des convexes de diame`tre majore´ par 2u.
– Comme Ωu,l,1 est inde´pendant de u, ses valeurs propres le sont aussi.
– Par de´finition de Ωu,l,2, il existe une constante K2 > 0 qui ne de´pend que de m telle
que les valeurs propres non nulles de Ωu,l,2 soient toutes minore´es par K2
u2
.
– D’apre`s le lemme 3.3 et la remarque 3.5, les premie`res valeurs propres non nulles
de Ωu,l,3 sont minore´es par K3
u2
ou` K3 est une constante positive non nulle qui ne
de´pend que de m.
– Afin d’estimer le spectre de Ωu,l,12 et de Ωu,l,23, on utilise le the´ore`me suivant (cf.
the´ore`me 1.3Introduction et e´nonce´ des re´sultatsthm.1.3 de [G2]) :
The´ore`me 2.11 Soit Ω un domaine convexe Rn (n ≥ 2) de diame`tre d(Ω).
Il existe une constante C1 := C1(n) > 0 telle que pour tout p ∈ {0, . . . , n}
µ1,p(Ω) ≥ C1d(Ω)2 .
Il s’ensuit que les valeurs propres non nulles de Ωu,l,12 et de Ωu,l,23 sont minore´es
par Kinter
u2








) {0} si p ≥ 2, le lemme de McGowan permet alors
d’affirmer l’existence de trois constantes a1, a2, a3 strictement positives qui ne de´pendent





E´tudions alors (Mu,l, gu,l) :
Choisissons le recouvrement suivant de Mu,l :
L’ouvert Mu,l1 est la varie´te´ M
u,l prive´e du cylindre [2u, l[×Sm−1(u).
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L’ouvert Mu,l2 est le cylindre ]u, l[×Sm−1(u).
L’intersection Mu,l12 =M
u,l
1 ∩Mu,l2 est alors le cylindre ]u, 2u[×Sm−1(u).
Alors :
– la varie´te´ Mu,l1 , munie de la me´trique induite par g
u,l est quasi-isome´trique (avec des
constantes inde´pendantes de u) a` la varie´te´ (Mu, g). D’apre`s la proposition 3.3 de
[D1] et le re´sultat de convergence de [A-C1], les valeurs propres exactes (A) pour les
p−formes sur (Mu,l1 , gu,l) (p < m) sont uniforme´me´nt minore´es par rapport a` u par
une constante strictement positive.
– Il est imme´diat que le spectre exact (A) de (Mu,l2 , g
u,l) est uniforme´ment minore´ par
rapport a` u.
– De meˆme les valeurs propres exactes (A) de (Mu,l12 , g





ou` K ′inter > 0 ne de´pend pas de u.
On conclut par le lemme de McGowan, sachant que Hp−1(]u, 2u[×Sm−1(u)) est nul si
2 ≤ p ≤ m− 1.
Nous allons a` pre´sent e´tablir le lemme 2.7 annonce´ en de´but de section. Ce re´sultat
sera fondamental dans la preuve du lemme 2.13.
Preuve du lemme 2.7. 1) E´tude de Up1 (u).
Premie`re e´tape : L’application Ip1 de la section 2.1, qui permet de de´finir l’ouvert Up1 (u),
est une quasi-isome´trie entre le produit Op1(u)×Sp et Up1 (u). Les constantes de cette quasi-
isome´trie sont inde´pendantes de u car la distance entre Up1 (u) et le centre 0 ne de´pend
pas de u. Ainsi, par la proposition 3.3 de [D1] (controˆle du spectre par quasi-isome´tries)
il suffit, pour montrer le lemme, de minorer les premie`res valeurs propres non nulles du
spectre des formes exactes (avec conditions de bord absolues) de Op1(u)× Sp.
Deuxie`me e´tape : Par la formule donnant le spectre d’un produit, il suffit de minorer les
premie`res valeurs propres exactes absolues de Op1(u).





1(u)) signifie minorer µ1,0(O
p
1(u)). Mais cela provient de la proposition
2.9.
2. Minoration de µ˜1,n−p(O
p
1(u)).
Elle provient du the´ore`me de Faber-Krahn (Op1(u) est un domaine de Rn−p).
3. Minoration de µ˜1,k(O
p
1(u)), k ∈ {2, . . . , n− p− 1}.
C’est une conse´quence directe de la proposition 2.10 (avec m = n− p et l = 1/5).
2) E´tude de V p1 (u).
Comme pre´ce´demment, il suffit d’e´tudier les valeurs propre du produit Sp−1 × Su, ou` Su
a e´te´ de´finie plus haut et est ici de dimension n− p+ 1.
Le re´sultat provient alors des propositions 2.9 et 2.10 ainsi que de la formule donnant le
spectre d’un produit.
2.2.2 Application : minorations inde´pendantes de u.
Comme annonce´ en introduction de cette section, nous nous inte´ressons ici aux valeurs
propres des domaines Ωp,u qui ne tendent pas vers 0 avec u. Le cas des halte`res de Cheeger
11
Ω0,u est classique (voir section pre´ce´dente).
Nous donnons ici des estimations du spectre des formes exactes (A) de Ωp,u (lemmes 2.12
et 2.13), pour p compris entre 1 et n− 2. Le the´ore`me de de´composition de Hodge permet
alors de revenir au spectre non ne´cessairement exact.
Nous donnons ensuite le cas des (n− 1)−formes (A) sur Ωn−1,u = Ωn−2,u.
Inte´ressons-nous a` pre´sent a` la premie`re valeur propre pour les 1−formes exactes (A)
sur les domaines Ωp,u (0 ≤ p ≤ n−2). Cette valeur propre demande une e´tude particulie`re.
En effet, quel que soit le domaine (connexe) que l’on e´tudie, le lemme de McGowan (tout
comme le lemme classique de minoration des valeurs propres du proble`me de Neumann en
fonction des valeurs propres d’un recouvrement ouvert, voir corollaire 4.65 de [Ga-H-L])
permet de minorer au mieux la deuxie`me valeur propre pour les 1−formes exactes (A) (tout
domaine connexe posse`dant un espace de dimension 1 de fonctions harmoniques (N)). La
me´thode sera donc ici d’utiliser les syme´tries des domaines Ωp,u afin de se ramener a` des
domaines que l’on a de´ja` e´tudie´s.
Lemme 2.12 Il existe une constante positive non nulle C1(n) qui ne de´pend que de n ≥ 3
telle que pour tout p ∈ {1, . . . , n− 2} et tout u ≤ 1/10,
µ˜1,1 (Ωp,u) ≥ C1(n).
Preuve du lemme 2.12. Conside´rons le recouvrement de Ωp,u constitue´ de l’ouvert
Up1 (u) e´tudie´ a` la section pre´ce´dente, c’est-a`-dire de la partie e´paisse de Ωp,u et du convexe
central (partie fine) Up2 (u), de diame`tre ≤ 1.
Par le lemme 2.7, nous avons µ1,0(U
p
1 (u)) ≥ C ′1 et, d’apre`s le the´ore`me 2.11, µ1,0(Up2 (u)) ≥
C ′1, ou` C ′1 est une constante non nulle positive inde´pendante de u. Ainsi, le corollaire 4.65
de [Ga-H-L] donne µ2,0(Ωp,u) ≥ C ′1.
Supposons que lorsque u tend vers 0, µ1,0 (Ωp,u) tende vers 0. Comme µ2,0(Ωp,u) est uni-
forme´ment minore´, la multiplicite´ de µ1,0 (Ωp,u) est, pour u assez petit, exactement 1.
Rappelons que la partie e´paisse de Ωp,u a e´te´ construite a` partir d’un voisinage de la sphe`re
unite´ Sp ∈ Rp+1 ⊂ Rn = Rp+1 × Rn−p−1. Il s’ensuit que les domaines Ωp,u sont invariants






, R ∈ SO(p+ 1,R)
}
< SO(n,R).
Soit fu une fonction propre non nulle pour les conditions de Neumann sur Ωp,u, associe´e
a` µ1,0(Ωp,u). Comme G est connexe, fu est e´galement invariante sous l’action de G.
Conside´rons alors le domaine Ω˜p,u = Ωp,u ∩ P , ou` P est un hyperplan quelconque conte-
nant {0} × Rn−p−1. Ce domaine n’est autre qu’une copie de Ωp−1,u en dimension n− 1.
Notons f˜u la restriction de fu a` Ω˜p,u. Cette fonction est non nulle et invariante par G˜.







Lorsque p = 1, on raisonne alors comme dans la preuve de la proposition 2.9 :
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Il existe une constante A(n) > 0 inde´pendante de u, telle que µ2,0(Ω˜1,u) ≥ A(n).
Mais les fonctions f˜u (syme´trique), ω0,u (antisyme´trique, cf preuve du lemme 2.9) et 1
(fonction constante), sur Ω˜1,u sont deux a` deux orthogonales et sont associe´es a` des quo-
tients de Rayleigh qui tendent vers 0 avec u, ce qui, par le principe du Min/Max, est une
contradiction.
On montre alors, pour tout n ≥ 4, le cas p ≥ 2 par re´currence.
Dans les lemmes suivants, on s’inte´resse aux p-formes en ge´ne´ral (n ≥ 3, p ∈ {1, . . . , n−
2}).
Lemme 2.13 Soit n ≥ 3.
Il existe des constantes positives non nulles C˜i(n, p), i = 1, 2 qui ne de´pendent pas de u,
telles que :
pour tout p et q ∈ {1, . . . , n− 2}, q 6= p+ 1
µ˜1,q(Ωp,u) ≥ C˜1(n, p)
µ˜2,p+1(Ωp,u) ≥ C˜2(n, p);
De plus, pour tout p ∈ {1, . . . , n− 2},
µ1,p(Ωp,u) = µ˜1,p+1(Ωp,u)
Preuve. Le cas p = 1 vient d’eˆtre traite´ au lemme 2.12. La suite repose sur le lemme
de McGowan. Conside´rons le recouvrement suivant de Ωp,u (voir sche´matisation en figure
3) : le premier ouvert, Up1 (u), est la partie ”e´paisse” de Ωp,u. Le second, U
p
2 (u), est le
domaine convexe lisse´ diffe´omorphe au produit Bp+1(0, 1/2)×Bn−p−1(0, u). Enfin, l’inter-




Fig. 3 – Sche´matisation du recouvrement de Ωp,u
Nous avons :
Hq(Up12(u)) = {0} si q /∈ {0, p} .
= R si q ∈ {0, p} .
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– Minorants du spectre exact de Up1 (u) :
Par le lemme 2.7, nous avons :
∀q ∈ {0, . . . , n} , µ˜1,q(Up1 (u)) ≥ K,
ou` K est une constante positive non nulle inde´pendante de u.
– Minorants du spectre exact de Up12(u) :
Cet ouvert est l’image par la quasi-isome´trie Ip1 introduite en section 2.1 du produit
Cp(u)×Sp ou` Cp(u) est un domaine convexe de Rn−p de diame`tre ≤ 1. De meˆme que
dans la preuve du lemme 2.7, les constantes de cette quasi-isome´trie ne de´pendent
pas de u. Ainsi, d’apre`s la proposition 3.3 de [D1], il suffit de controˆler le spectre
exact absolu du produit Cp(u) × Sp muni de la me´trique canonique. Mais par le
the´ore`me 2.11, les premie`res valeurs propres non nulles de Cp(u) sont minore´es par
une constante strictement positive inde´pendante de u. Donc, par la formule donnant
la spectre d’un produit, nous avons les minorations uniformes pour Up12(u).
– Minorants du spectre exact de Up2 (u) :
Cela provient a` nouveau du the´ore`me 2.11.
Les minorations donne´es ci dessus permettent d’appliquer le lemme de McGowan :
Comme dim(Hq−1(Up12(u))) = 0 lorsque q 6= p+1, µ˜1,q(Ωp,u) est minore´e inde´pendamment
de u pour ces valeurs de q 6= p+ 1.
En particulier, pour tout p ∈ {1, . . . , n− 2}, une forme propre non nulle pour µ1,p(Ωp,u)
ne peut eˆtre exacte puisque lim
u→0
µ1,p(Ωp,u) = 0. Ainsi, µ1,p(Ωp,u) ≥ µ˜1,p+1(Ωp,u). L’ine´galite´
inverse e´tant toujours ve´rifie´e, nous obtenons : µ1,p(Ωp,u) = µ˜1,p+1(Ωp,u).
Maintenant, dim(Hp(Up12(u))) = 1 pour tout p ∈ {1, . . . , n− 2} ; donc le lemme de McGo-
wan donne encore un minorant inde´pendant de u pour µ˜2,p+1(Ωp,u).
L’objet de la suite de cette section est d’e´tudier les valeurs propres des sphe`res (Sn, gp,u)
qui ne tendent pas vers 0 avec u.
Lemme 2.14 Il existe une constante positive non nulle C0,1(n) qui ne de´pend que de
n ≥ 4 telle que pour tout p ∈ {2, . . . , [n2 ]} et tout u ≤ 1/10,
ν˜1,1 (Sn, gp,u) ≥ C0,1(n).
La preuve est la meˆme que pour le lemme 2.12.
Lemme 2.15 Il existe une constante positive non nulle C˜ ′(n) qui ne de´pend pas de u,
telle que pour tout p ∈ {1, . . . , [n2 ]}
ν˜2,p(Sn, gp,u) ≥ C˜ ′(n),
ν˜1,q(Sn, gp,u) ≥ C˜ ′(n) si q 6= p, q ∈
{






Preuve. Le cas p = 1 a de´ja` e´te´ traite´ dans la premie`re partie de la preuve du the´ore`me
2.3. De plus, le cas p ≥ 2, q = 1 provient du lemme 2.15. Inte´ressons-nous au cas p ≥ 2,
q ≥ 2. On applique encore le lemme de McGowan a` (Sn, gp,u) en choisissant le recouvrement
donne´ par les deux ouverts V p1 (u) et V
p
2 (u) = ∂U
p−1
2 (u)∩ ∂Ωp−1,u = Bp(0, 1/2)×Sn−p(u)
(ou`, ici, les domaines Up−12 (u) et Ωp−1,u sont des ouverts de Rn+1). L’intersection V
p
1 (u)∩
V p2 (u) = V
p
12(u) a meˆme cohomologie absolue que le produit S
p−1 × Sn−p. En particulier,
si q ∈ {2, . . . , [n2 ]}, Hq−1(Sp−1 × Sn−p) est isomorphe a` R si q = p et est nul sinon. De
plus, les valeurs propres non nulles de V p12(u) sont minore´es par une constante strictement
positive inde´pendante de u. La conclusion re´sulte alors du lemme 2.7.
Les lemmes 2.13 et 2.15 comple`tent la preuve du the´ore`me 2.3.
Remarque 2.16 Les me´triques construites sur Sn au the´ore`me 2.3 posse`dent exacte-
ment une petite valeur propre pour les p−formes exactes et une petite valeur propre pour
les (n− p+ 1)−formes exactes. Il n’y a pas de petite valeur propre pour les autres degre´s.
Les deux petites valeurs propres se de´duisent l’une de l’autre par dualite´. Toutefois, au ni-
veau de leur construction ge´ome´trique, leurs provenances sont diffe´rentes. La petite valeur
propre ν˜1,p provient de la disparition des (p− 1)−formes harmoniques non nulles lors de
la transformation (par chirurgie) de Sp−1 × Sn−p+1 en une sphe`re Sn. La varie´te´ a` bord
interme´diaire est V p1 (u) qui posse`de un espace de (p − 1)−cohomologie re´elle de meˆme
dimension que celui de Sp−1 × Sn−p+1 (car p < n+12 ) ; cette varie´te´ n’a pas de petite va-
leur propre pour les p−formes exates ve´rifiant les CB (A). En revanche, la petite valeur
propre ν˜1,n−p+1 sur (Sn, gp,u) apparaˆıt de´ja` sur les varie´te´s V
p
1 (u) (comme petite valeur
propre pour les (n − p + 1)−formes ve´rifiant les CB (A)). En effet, de´ja` lors du passage
de Sp−1 × Sn−p+1 a` V p1 (u), il y a, contrairement au degre´ p − 1, disparition de l’espace
de cohomologie en degre´ n − p + 1. Notons que V p1 (u) posse`de e´galement une petite va-
leur propre en degre´ n (CB (A)) provenant de la disparition des n−formes harmoniques
de Sp−1 × Sn−p+1 (Hn(V p1 (u)) = {0}). Cette petite valeur propre ne se retrouve pas sur
(Sn, gp,u) ; la raison en est que Hn(Sn) est, de meˆme que pour Sp−1 × Sn−p+1, e´gal a` R.
3 Obtention de grandes valeurs propres a` volume fixe´.
Nous donnons ici une construction qui permettra de prescrire le volume dans nos
the´ore`mes de prescription (sauf pour les fonctions et les 1−formes qui ve´rifient les CB
(A)).
Nous obtenons en particulier que l’ine´galite´ de Weinberger (voir [W]) ne donne un majo-
rant de la premie`re valeur propre non nulle, qui ne fait intervenir que le volume, que dans
le cas des fonctions et (par diffe´rentiation des fonctions propres) des 1−formes (A).
The´ore`me 3.1 Soit un domaine Ω ⊂ Rn (n ≥ 2).
Soit A, un re´el positif.
Il existe un domaine ΩA ∈ Rn diffe´omorphe a` Ω tel que :
– Vol(ΩA) = Vol(Ω),
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– Pour tout p ∈ {2, . . . , n}, µ1,p(ΩA) ≥ A.
Remarque 3.2 Une telle proprie´te´ e´tait de´ja` connue pour les varie´te´s compactes (voir
[Ge-P]). Nous utiliserons d’ailleurs ce dernier re´sultat pour la prescription du volume dans
le cas compact (sauf pour les fonctions et les 1, (n− 1) et n−formes).
La premie`re e´tape de la preuve consiste a` estimer le spectre du produit d’un intervalle
par une boule :
Lemme 3.3 Soit, pour n ≥ 2, Cn,l,r, l’ouvert cylindrique Bn−1(r)×]− l, l[, ou` l ou` l et r
sont deux re´els strictement positifs.
Alors, il existe une constante Λ > 0 inde´pendante de l et de r telle que pour tout p ∈
{2, . . . , n}, lim inf
l→∞
µ1,p(Cn,l,r) ≥ Λr2 .
Remarque 3.4 Notons que l’ouvert Cn,l,r ne posse`de pas un bord lisse. Toutefois, dans
[Che1] et [Che2], Cheeger de´finit la the´orie spectrale de certaines varie´te´s singulie`res. Les
ouverts Cn,l,r, qui sont convexes, entrent dans ce cadre. On peut trouver dans [D-MG], un
re´sume´ succint de cette the´orie que nous utilisons ici.
Preuve du lemme 3.3. Soit p ∈ {2, . . . , n}.
Soit, Hp
(
Bn−1(r)×]− l, l[), le sous espace vectoriel de L2p (Bn−1(r)×]− l, l[) engendre´ par
les produits de p−formes propres (A) sur Bn−1(r) et de fonctions propres (A) sur ]− l, l[
ou de (p− 1)−formes propres (A) sur Bn−1(r) et de 1−formes propres (A) sur ]− l, l[.
Si α∧β est un tel produit, ou` α est associe´e a` la valeur propre µ et β a` la valeur propre µ′,
α ∧ β se trouve dans le domaine du Laplacien (A) sur l’ouvert singulier Bn−1(r)×]− l, l[
et est associe´e a` la valeur propre µ+ µ′.
De plus, nous avons Hp (Bn−1(r)×]− l, l[) = L2p
(
Bn−1(r)×]− l, l[). En effet, les produits
de formes lisses a` support compact sont denses dans L2p
(
Bn−1(r)×]− l, l[) ; de plus, si un
tel produit est orthogonal a` Hp
(
Bn−1(r)×]− l, l[), alors il est nul.
Ainsi, comme sur un domaine de dimension m ≥ 2 (en fait de dimension m ≥ 1),
diffe´omorphe a` une boule, il n’y a pas de q−formes harmoniques (A) pour q ≥ 1, nous
avons alors, pour tout p ∈ {2, . . . , n}, la formule :
µ1,p(Cn,l,r) = inf
{
µ1,p(Bn−1(r)), µ1,p−1(Bn−1(r)) + µ1,1(]− l, l[)
}
,
ce qui ache`ve la preuve du lemme.
Remarque 3.5 La proprie´te´ de l’ouvert-produit Cn,l,r donne´e par le lemme 3.3 est encore
ve´rifie´e si on lisse Cn,l,r (voir annexe B).
On minore les valeurs propres du domaine lisse´, pour p ≥ 2 en utilisant le lemme de
McGowan et 3.3 (il suffit de prendre pour recouvrement deux ouverts inde´pendants de l
aux extre´mite´s de cylindre lisse´, ainsi que le cylindre central non lisse´).
Remarque 3.6 Le lemme 3.3 et la remarque 3.5 montrent qu’il est possible de construire
des domaines convexes de volume 1 avec des valeurs propres aussi grandes que l’ont veut.
Ainsi, le the´ore`mes de Weinberger n’est pas satisfait dans le cas des formes diffe´rentielles
de degre´ non nul (pour les CB (A)), meˆme en se restreignant a` des domaines convexes.
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Preuve du the´ore`me 3.1(ide´e). L’ide´e de la construction est de relier Ω a` un
domaine cylindrique de rayon fixe´ et de grande longueur de sorte que :
– ce nouveau domaine est diffe´omorphe a` Ω
– le volume du nouveau domaine est arbitrairement grand,
– la premie`re valeur propre non nulle pour les p-formes (A), p ∈ {2, . . . , n} est minore´e
par une constante strictement positive inde´pendante de la longueur du cylindre.
Ce dernier point repose sur le lemme de McGowan et le lemme 3.3.
Une homothe´tie donne alors le re´sultat.
Nous omettrons ici les de´tails de la preuve (tre`s similaire au travail de [Ge-P]). La de´monstration
comple`te se trouve dans [G1].
Remarque 3.7 La longueur du cylindre que comporte le domaine ΩA est d’autant plus
grande que le minorant A est grand.
De plus, graˆce au lemme de McGowan et au lemme 3.3, il n’est pas difficile de montrer
l’existence d’une constante C(n) > 0 inde´pendante de A telle que si l’on rallonge le cylindre
d’une longueur l ≥ 0, les valeurs propres du domaine correspondant restent minore´es par
C(n)A.
Ceci reste valable lorsqu’il s’agit de varie´te´s compactes.
Remarque 3.8 Les the´ore`mes, 2.1, 2.3 et 3.1 reposent sur des phe´nome`nes topologiques.
En effet, un domaine Ω e´tant donne´, il posse`de, en degre´ 0, toujours de la cohomologie
absolue et ne posse`de jamais de cohomologie relative. En revanche, on a beaucoup plus
de liberte´ dans le cas des formes diffe´rentielles. En effet, les boules de Rm (m ≥ 2) n’ont
jamais de cohomologie absolue, en degre´ plus grand ou e´gal a` 1. Mais pour tout entier
p ≥ 1, il existe un domaine qui posse`de de la cohomologie relative en degre´ p (il suffit de
choisir un voisinage tubulaire d’une sphe`re de dimension n− p).
Le premier fait permet de montrer le the´ore`me 3.1 ; le deuxie`me est a` la base du the´ore`me
2.1 (1). Le re´sultat de [Ge-P] ainsi que le the´ore`me 2.3 reposent sur le meˆme phe´nome`ne.
Remarque 3.9 Nous construisons de grandes valeurs propres a` volume 1 pour les (n −
1)−formes (A). Mais dans [Ge-P], Gentile et Pagliara n’obtiennent de grandes valeurs
propres sur les varie´te´s compactes que pour 2 ≤ p ≤ n− 2. Cela s’explique par le fait qu’il
n’y a pas d’influence du spectre des fonctions (A) sur celui des 1-formes (R) si n ≥ 3 (alors
que pour les varie´te´ sans bord, le spectre des fonctions se retrouve, par diffe´rentiation, sur
le spectre des 1 et (n− 1)−formes).
De plus, dans le preuve de notre lemme 3.3, on minore la premie`re valeur propre pour
les (n− 1)−formes (A) du produit d’un long intervalle par une boule de dimension n− 1,
inde´pendamment de la longueur de l’intervalle. Cela est possible puisque une telle boule
ne posse`de pas de (n − 1)−formes harmoniques (A). Mais minorer la premie`re valeur
propre non nulle pour les (n−1)−formes (A) du produit d’un intervalle par une sphe`re de
dimension n−1, inde´pendamment de la longueur de l’intervalle, n’est pas possible puisque
une telle sphe`re posse`de des (n − 1)−formes harmoniques, d’ou` la restriction du re´sultat
de [Ge-P].
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Remarque 3.10 Les domaines ΩA du the´ore`me 3.1 auront un rayon interne d’autant
plus petit que A sera grand. En fait, le rayon interne est un parame`tre ne´cessaire pour
conserver un controˆle par le haut des valeurs propres. Si Ω est un domaine euclidien de
Rn (n ≥ 2) et ρ est son rayon interne, il existe une constante Cn > 0 qui ne de´pend que
de la dimension, telle que pour tout p ∈ {0, . . . , n}, µ1,p(Ω) ≤ Cnρ2 .
La preuve est classique.
4 Prescription : cas des domaines euclidiens.
4.1 Existence de Ω2.
Premie`re e´tape.
Le the´ore`me 2.1 donne (quitte a` utiliser des homothe´ties) l’existence de domaines
diffe´omorphes a` des boules euclidiennes, de diame`tre controˆle´, tels que la premie`re valeur
propres (pour les p−formes (A)) est fixe´e a` l’avance alors que la seconde est aussi grande
que l’on veut.
Nous allons obtenir ici le meˆme re´sultat sur des boules topologiques auxquelles est rat-
tache´e un cylindre de petit rayon.
Plus pre´cise´ment, le but de cette e´tape est de montrer la proposition suivante :
Proposition 4.1 Soit trois re´els V0 > 0, D0 > 0 et α > 0.
Il existe une suite strictement de´croissante (m)m∈N∗ de re´els positifs, qui tend vers 0 et,
pour tout p ∈ {2, . . . , n− 1} et tout k ∈ {1, . . . ,K}, une suite de domaines (Ωp,k,m)m∈N∗
diffe´omorphes a` des boules, telles que pour tout p, tout k et tout m :
– µ˜1,p(Ωp,k,m) = µ˜k,p,
– µ˜2,p(Ωp,k,m) ≥ 100 µ˜K,p,
– µ˜1,q(Ωp,k,m) ≥ α µ˜K,p, pour q ∈ {2, . . . , n− 1} \ {p} ,
– Vol(Ωp,k,m) < V0,
– diam(Ωp,k,m) < D0,
– chaque domaine Ωp,k,m est muni d’un cylindre Cm de longueur D0/2 et de rayon
m.
Remarque 4.2 Le re´el α sera de´termine´ dans la preuve du lemme 4.15. Ce sera une
constante qui ne de´pendra que de la dimension n.
On utilise ici les domaines construits dans la section 2. Conside´rons, pour p ∈ {2, . . . , n− 1}
la famille de boules topologiques (Ωp−1,u)u≤1/10. Nous re´capitulons les proprie´te´s spectrales
de ces domaines dans le tableau 1.
Quitte a` utiliser une homothe´tie de rapport convenable, on supposera que les domaines
Ωp−1,u (p ∈ {2, . . . , n− 1}) ont un diame`tre strictement plus petit que D0/2 et un volume
strictement majore´ par V0/2.
On recolle maintenant a` la partie e´paisse des Ωp−1,u le domaine cylindrique ]0, D0[×Bn−1(0),
ou` Bn−1(0) de´signe la boule euclidienne de dimension n − 1 et de rayon 0 > 0 (le re´el
0 est choisi assez petit pour que, d’une part, la construction ait un sens et que, d’autre
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Ωp−1,u (p ∈ {2, . . . , n− 1})
µ˜1,p tend vers 0 avec u
µ˜2,p minore´es par une constante
µ˜1,q, q ∈ {2, . . . , n− 1} \ {p} strictement positive inde´pendante de u
Tab. 1 – Re´capitulatif
part, les domaines obtenus aient un diame`tre et un volume strictement majore´s par D0 et
V0 respectivement). On lisse l’ouvert ainsi obtenu comme indique´ en annexe B.





Fig. 4 – Ωp,u,0
D’apre`s la proposition 2.10, il existe une constante c > 0 inde´pendante de 0 telle que
µ˜1,p(Ωp,1/10,0) ≥ c.
D’autre part, les minorations re´capitule´es dans le tableau 1 ne sont pas affecte´es par l’ajout
du cylindre. Plus pre´cise´ment :
Lemme 4.4 Il existe une constante c′ > 0 inde´pendante de u ≤ 1/10 et de 0 telle que :
– µ˜2,p(Ωp,u,0) ≥ c′,
– pour q ∈ {2, . . . , n− 1} \ {p}, µ˜1,q(Ωp,u,0) ≥ c′.
Preuve du lemme 4.4. C’est la meˆme preuve que celle du lemme 2.13 : la partie
e´paisse du recouvrement utilise´ pour appliquer le lemme de McGowan est cette fois rat-
tache´e au cylindre de rayon 0 ; mais ce cylindre ne perturbe pas, d’apre`s la proposition
2.10, les minorations du spectre de cette partie e´paisse.
Fixons a` pre´sent p ∈ {2, . . . , n− 1}.







Le re´el 0 et l’entier k ∈ {1, . . . ,K} e´tant donne´s, il existe alors, par continuite´ des
valeurs propres de Ωp,u,0 par rapport au parame`tre u > 0, uk ≤ 1/10 tel que
– µ˜1,p(Ωp,uk,0) = µ˜k,p,
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– µ˜2,p(Ωp,u,0) ≥ 100 µ˜K,p,
– µ˜1,q(Ωp,u,0) ≥ α µ˜K,p, pour q ∈ {2, . . . , n− 1} \ {p} ,
– Vol(Ωp,uk,0) < V0,
– diam(Ωp,uk,0) < D0.






Comme dans le cas pre´ce´dent, on peut construire un domaine Ω′p,uk,0 tel que :




– µ˜2,p(Ω′p,u,0) ≥ c′ ≥ 100 µ˜0,p,
– µ˜1,q(Ω′p,u,0) ≥ c′ ≥ α µ˜0,p, pour q ∈ {2, . . . , n− 1} \ {p} ,
– Vol(Ω′p,uk,0) < V0,
– diam(Ω′p,uk,0) < D0.
Soit alors Ωp,uk,0 l’image de Ω
′
p,uk,0
par l’homothe´tie de rapport hµ˜ ≤ 1. Nous
avons :
– µ˜1,p(Ωp,uk,0) = µ˜k,p,
– µ˜2,p(Ωp,u,0) ≥ 100 µ˜K,p,
– µ˜1,q(Ωp,u,0) ≥ α µ˜K,p, pour q ∈ {2, . . . , n− 1} \ {p} ,
– Vol(Ωp,uk,0) < V0,
– diam(Ωp,uk,0) < D0.
Les ouverts Ωp,uk,0 sont munis d’un cylindre de rayon infe´rieur ou e´gal a` 0. La fin de la
preuve de la proposition 4.1 est alors aise´e.
Notation 4.5 Nous poserons µ˜K = max {µ˜K,2, . . . , µ˜K,n−1}.
Remarque 4.6 Le controˆle du volume des boules que l’on va rattacher au domaine initial
est ne´cessaire afin de prescrire le volume.
De plus, afin de ne pas avoir d’interfe´rences entre les valeurs propres que l’on veut prescrire
pour les (n − 1)−formes exactes (A) et le spectre des fonctions (D), nous aurons besoin
de travailler dans un cylindre de rayon suffisemment petit.




– λ1,0(Bn−1(10D0)) ≥ 100 µ˜K , ou` Bn−1(10D0) est la boule euclidienne de dimension
n− 1 et de rayon 10D0.
Deuxie`me e´tape.
On se donne B(2)0 , . . . , B
(n−1)
0 , n − 2 boules ferme´es de (R∗+)K , de centre (1, . . . , 1), non
re´duites au point (1, . . . , 1), de rayon plus petit ou e´gal a` 1/10, qui respectent la non-
multiplicite´ : ∀p ∈ {2, . . . , n− 1} , ∀ξ(p) ∈ Bp0 , µ˜1,p/ξ(p) 21 < . . . < µ˜K,p/ξ(p) 2K .
Nous poserons B0 = B
(2)
0 ×, . . . ,×B(n−1)0 .
Notation 4.7 Pour tout p ∈ {2, . . . , n− 2}, tout k ∈ {1, . . . ,K} et tout ξ(p) = (ξ(p)1 , . . . , ξ(p)K )
∈ B(p)0 , soit Ωξ(p)k ,m, l’image de Ωp,k,m par l’homothe´tie de rapport ξ
(p)
k . Quitte a` re´duire le
rayon des boules B(2)0 , . . . , B
(n−1)
0 , on a encore Vol(Ωξ(p)k ,m








a` un domaine diffe´omorphe a` Ω, tel
que, pour tout q ∈ {2, . . . , n− 1}, la premie`re valeur propre non nulle pour les q−formes
(A) soit assez grande. Ce domaine devra avoir un diame`tre assez grand pour que l’on




. De plus, il nous faudra
controˆler son volume. Enfin, il nous faut travailler dans un tube de rayon plus petit que
10D0 (voir remarque 4.6). Or le the´ore`me 3.1 et la remarque 3.7 nous donnent justement
l’existence d’un domaine ade´quat :
Soit un re´el β > 0 (cette constante sera pre´cise´e dans la preuve du lemme 4.15) ; il existe
un domaine Ω′ a` bord lisse, diffe´omorphe a` Ω, tel que, pour tous q et p ∈ {2, . . . , n− 1},
µ1,q(Ω′) ≥ β µ˜K (voir notation 4.5). Ce domaine Ω′ posse`de un cylindre A de longueur
plus grande que 10nK D0 ; son volume vaut
Vol(Ω)
3 . Enfin, si l’on rallonge le cylindre
d’une longueur l ≥ 0, on peut supposer que le bas du spectre non nul des q−formes (A)
(q ∈ {2, . . . , n− 1}) reste minore´ par β µ˜K .
Notons A, le rayon du cylindre A.
Quitte a` utiliser une homothe´tie de rapport convenable, on peut supposer que Ω′ est
effectivement contenu dans un cylindre de rayon plus petit que 10D0 (l’axe de ce tube
e´tant paralle`le a` celui du cylindre de Ω′).
Conside´rons (n − 2)K points m1,2, . . . ,mK,2, . . . ,m1,n−1, . . . ,mK,n−1 du bord de A. On
chosit ces points de sorte que les normales en ces points a` Ω′ soient deux-a`-deux paralle`les ;
de plus, on peut supposer que les demi-cylindres d’axes respectifs ces demi-droites normales
et de rayon 4D ne s’intersectent pas entre eux et n’intersectent pas Ω′.
Donnons-nous alors ξ = (ξ(2), . . . , ξ(n−1)) ∈ B0. Pour tout p ∈ {2, . . . , n− 1}, tout k ∈
{1, . . . ,K} et tout m ∈ N∗, on recolle alors a` Ω′ (n − 2)K domaines cylindriques d’axes
respectifs les normales a` ∂Ω′ en m1,2, . . . ,mK,2, . . . ,m1,n−1, . . . ,mK,n−1, de rayon ξ
(p)
k m
et de longueur ξ(p)k (on peut supposer que 0 ≤ A3 ). Le lissage de l’ouvert s’effectue en
suivant la me´thode indique´e dans l’annexe B.
Notation 4.8 Nous appellerons Ωξ,m le nouveau domaine ainsi construit.




avec Ωξ,m, le long de l’embout
correspondant, de sorte que l’intersection de chacun des deux cylindres ait une longueur
ξ
(p)
k /2 + 2ξ
(p)
k m/10. Voir figure 5 ; sur ce dessin le domaine du type Ωp,u est repre´sente´,
pour plus de clarte´, par des boules et non par des halte`res -ce que nous ferons dans tous
les dessins qui suivront.
Notons temporairement Ωtmpµ˜,ξ,m ce nouveau domaine.
Remarque 4.9 Le domaine Ωξ,m, qui consiste en Ω′ auquel on recolle des cylindres, est
un domaine interme´diaire entre Ω′ et Ωtmpµ˜,ξ,m.
Nous introduisons ce domaine afin de pouvoir effectuer facilement le recollement entre Ω′






















Fig. 5 – Jonction des deux cylindres
Il ne reste plus qu’a` rallonger le cylindre A de Ωtmpµ˜,ξ,m afin d’atteindre le meˆme volume que
Ω.
Notation 4.10 Soit Ωµ˜,ξ,m, le domaine obtenu alors (cf figures 5 et 6).
Par construction, pour tout ξ et m, Ωµ˜,ξ,m est diffe´omorphe a` Ω et posse`de le meˆme
volume.
Remarque 4.11 Ces domaines Ωµ˜,ξ,m sont contenus dans un tube de rayon plus petit que
10D0. Par conse´quent, pour tout ξ et tout m, µ1,n(Ωµ˜,ξ,m) > µ˜K,n−1.
Notation 4.12 Nous noterons Ω′ξ,m le domaine Ωξ,m dont on a rallonge´ le cylindre de la
meˆme longueur que Ωtmpµ˜,ξ,m. Ainsi, Ωµ˜,ξ,m peut se voir comme Ω
′






Enfin, nous aurons aussi besoin de conside´rer le domaine Ω˜ξ,m constitue´ du domaine Ω′












Fig. 6 – Ωµ˜,ξ,m
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Quatrie`me e´tape. Cette e´tape consiste a` prouver, pour tout p compris entre 2 et
n− 1, un re´sultat de convergence des K premie`res valeurs propres pour les p−formes (A)




ξ 7→ (µ˜1,2(Ωµ˜,ξ,m), . . . , µ˜K,2(Ωµ˜,ξ,m), . . . ,
µ˜1,n−1(Ωµ˜,ξ,m), . . . , µ˜K,n−1(Ωµ˜,ξ,m))
est continue.
– On a la convergence :






Montrons la proposition 4.13.
Le premier point est une conse´quence de la proposition 3.3 de [D1].
Le second point est plus de´licat. Nous le de´montrons dans les pages qui suivent.
Conside´rons un entier donne´ p ∈ {2, . . . , n− 1}.
























Il s’agit des domaines qui donneront le spectre des p−formes exactes.
Notation 4.14 Pour m ∈ N∗, p ∈ {2, . . . , n− 1} et ξ ∈ B0 soit Ω(p)µ˜,ξ,m, le domaine obtenu
de la meˆme fac¸on que Ωµ˜,ξ,m mais sans recoller les domaines de l’ensemble O(p).
Lemme 4.15 Il existe mp ∈ N∗ tel que pour tout m ≥ mp et tout ξ ∈ B0, µ˜1,p(Ω(p)µ˜,ξ,m) ≥
5 µ˜K .
Preuve. Il s’agit d’une conse´quence de la proposition 2.10 et des proprie´te´s spectrales




, via le lemme de McGowan.
On conside`re le recouvrement de Ω(p)µ,ξ,m constitue´ par :




, k ∈ {1, . . . ,K}, q 6= p,
– le domaine Ω′ξ,m (voir notation 4.12).
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D’apre`s la proposition 2.10 et la remarque 3.7 et puisque ξ varie dans un compact, les
valeurs propres µ˜1,p(Ω′ξ,m) sont minore´es par une constante C(β) > 0 qui peut eˆtre rendue
aussi grande que l’on veut pourvu que β et m soient assez grands.
Notons que, dans la proposition 2.10, on e´tudie le spectre d’un domaine auquel on rajoute
un seul cylindre. Toutefois, le re´sultat est le meˆme si l’on rajoute plusieurs cylindres (en
nombre fini).
De plus, si q 6= p, et k ∈ {1, . . . ,K}, µ˜1,p(Ωξ(q)k ,m) ≥ α µ˜K,p.
Enfin les intersections des ouverts du recouvrement sont des domaines convexes de diame`tres
respectifs ξ(q)k /2.
D’apre`s le the´ore`me 2.11, les valeurs propres (exactes) de ces intersections sont minore´es
par une constante positive non nulle qui ne de´pend que de la dimension. De plus, ces
intersections ne posse`dent pas de cohomologie absolue en degre´ diffe´rent de 0.
Par le lemme de McGowan, il existe trois constantes a > 0, b > 0, c > 0 qui ne de´pendent










D’ou` le re´sultat, pourvu que α et β soient choisis assez grands, ce choix ne de´pendant que
de la dimension.
Nous allons maintenant donner la premie`re e´tape de la preuve de la convergence du spectre,
a` savoir l’e´tude de la limite supe´rieure des K premie`res valeurs propres non nulles pour
les p−formes exactes (A) de Ωµ˜,ξ,m, lorsque m tend vers +∞ :
Lemme 4.16 Soit p ∈ {2, . . . , n− 1} Pour tout k ∈ {1, . . . ,K},
lim sup
m→+∞
µ˜k,p(Ωµ˜,ξ,m) ≤ µ˜k,p/ξ(p) 2k .
Avant de prouver ce lemme nous aurons besoin de montrer qu’une forme propre dont




tend vers 0 au bout du cylindre Cm .

























est une (p − 1)−forme propre coexacte (A)



































‖ est borne´e inde´pendamment de m.
Soit alors f0, une fonction lisse sur Ωξ(p)k ,m
telle que : sur le cylindre, f0 ne de´pend que de
l’abscisse le long de l’axe ; f0 vaut 1 sur une longueur ξ
(p)
k en partant de l’extre´mite´, puis
de´croˆıt jusqu’a` 0 sur une longueur ξ(p)k /6 ; f0 vaut alors 0 sur le reste du domaine (voir
figure 7). Notons que le gradient de f0 est borne´ inde´pendamment de m.
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Lemme 4.17 Nous avons :
lim

















Fig. 7 – Fonction f0 sur Ωξ(p)k ,m
.
Preuve. La preuve repose sur le fait que pour 1 ≤ p ≤ n − 2, la premie`re valeur
propre du spectre des p−formes coexactes du cylindre tend vers +∞ lorsque m tend vers
+∞.
Nous allons montrer tout d’abord que q(f0 αξ(p)k ,m
) est borne´ inde´pendamment de m.
Par de´finition, q(f0 αξ(p)k ,m
) = ‖d f0 αξ(p)k ,m)‖
2
2 + ‖δ f0 αξ(p)k ,m)‖
2
2.
Mais d f0 αξ(p)k ,m
) = df0 ∧ αξ(p)k ,m + f0 dαξ(p)k ,m.
Donc





|df0 ∧ αξ(p)k ,m|
2+∫
Ωµ˜,ξ,m




2 = I1 + I2 + I3.
Mais
1. I1 ≤ ‖df0‖∞‖αξ(p)k ,m‖
2
2












est propre, associe´e a` la valeur propre µ˜k,p/ξ
(p) 2
k (qui est majore´ inde´pendamment
dem et meˆme de ξ), et qu’elle est de norme 1, ‖d f0 αξ(p)k ,m‖
2
2 est bien majore´e inde´pendamment
de m.
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On de´montre de meˆme que ‖δ f0 αξ(p)k ,m‖
2
2 est bien majore´e inde´pendamment de m.
Maintenant la forme f0 αξ(p)k ,m
est une forme-test sur le cylindre Cm (qui ve´rifie les condi-
tions de bord (A) a` l’ordre 0). Mais pour 2 ≤ p ≤ n − 1, lim
m→+∞µ1,p(Cm) = +∞.
Donc, comme le cylindre ne posse`de pas de formes harmoniques (A) -sauf en degre´ 0-
lim





















= f0 δ αξ(p)k ,m





conditions de bord (A) a` l’ordre 0 sur le cylindre. De plus, on montre comme plus haut




est majore´e inde´pendamment de m. Par conse´quent, on
montre comme pre´ce´demment que ‖δ (f0 αξ(p)k ,m)‖
2









Preuve. On choisit une fonction f0,1 de meˆme type que f0 mais qui vaut 1 en tout
point ou` f0 est non nulle. Par le lemme 4.17, lim
m→+∞ ‖f0,1 αξ(p)k ,m‖
2





















Preuve du lemme 4.16. L’entier p e´tant donne´ dans {2, . . . , n− 1}, pour tout
k ∈ {1, . . . ,Kp}, on conside`re la fonction lisse f (p)k sur Ωξ(p)k ,m de´finie comme suit (voir


















2 et vaut 1 sur le reste du domaine. Notons que, sur le cylindre, f
(p)
k ne de´pend que de
l’abscisse le long de l’axe. La fonction f (p)k ainsi que ses de´rive´es d’ordre 1 et 2 sont en
particulier borne´es inde´pendamment de m.





), . . . , d(f (p)K αξ(p)K ,m
).











Nous devons pour cela montrer que les quantite´s
∣∣∣∣‖d(f (p)k α′ξ(p)k ,m)‖22 − ‖dα′ξ(p)k ,m‖22
∣∣∣∣ et∣∣∣∣‖δ d(f (p)k α′ξ(p)k ,m)‖22 − ‖δ dα′ξ(p)k ,m‖22
∣∣∣∣ tendent vers 0 lorsque m tend vers +∞ :
Par de´finition de f (p)k et de αξ(p)k ,m




















Fig. 8 – f (p) et f (p)k∣∣∣∣〈d(f (p)k α′ξ(p)k ,m) + dα′ξ(p)k ,m|d(f (p)k α′ξ(p)k ,m)− dα′ξ(p)k ,m〉
∣∣∣∣ ≤



































et f (p)k a un gradient borne´ inde´pendamment
de m, ‖df (p)k ∧ α′ξ(p)k ,m)‖2 + (1 + f
(p)
k )‖dα′ξ(p)k ,m‖2 est borne´ inde´pendamment de m.
De plus, par le lemme 4.17 et le corollaire 4.18, ‖df (p)k ∧αξ(p)k ,m)‖2 et ‖(1− f
(p)
k ) dαξ(p)k ,m
‖2
tendent vers 0 lorsque m tend vers +∞. En effet, la fonction f (p)k est diffe´rente de 1 en des
points ou` f0 vaut 1. Donc
∣∣∣‖d(f (p)k αξ(p)k ,m)‖22 − ‖dαξ(p)k ,m‖22∣∣∣ tend vers 0 lorsque m tend
vers +∞.
On montre de meˆme que
∣∣∣∣‖δ d(f (p)k α′ξ(p)k ,m)‖22 − ‖δ dα′ξ(p)k ,m‖22










‖2 sont borne´es inde´pendamment de m, on a le re´sultat
sur le quotient de Rayleigh.
Maintenant, ces formes-test sont exactes et deux-a`-deux orthogonales.
Il suffit alors d’appliquer le principe du Min-Max.
Il faut maintenant montrer que pour tout k ∈ {1, . . . ,K} ,
lim inf








, les formes propres exactes (A)
de norme 1 sur Ωµ˜,ξ,m associe´es a` des valeurs propres borne´es inde´pendamment de m
s’e´vanouissent sur les cylindres. On conside`re la fonction lisse g sur chaque Ωµ˜,ξ,m de´finie
comme suit : la fonction g vaut 0 en dehors des cylindre ; sur les cylindre, g ne de´pend
que de l’abscisse le long de l’axe et vaut 1 sur un intervalle de longueur ξ(p)k /2 autour du
milieu de l’axe. De plus, g a un gradient borne´ inde´pendamment de m. Voir figure 9.
Lemme 4.19 Soit p ∈ {2, . . . , n− 1}.
Soit dφ, une p−forme propre exacte (A) de norme 1 sur Ωµ˜,ξ,m associe´e a` une valeur
propre majore´e inde´pendamment de m.
Graˆce au the´ore`me de Hodge, la forme φ peut eˆtre choisie coexacte et satisfait les conditions
de bord (A).
Alors nous avons lim
m→+∞ ‖g φ‖
2
2 = 0 et limm→+∞ ‖g dφ‖
2
2 = 0.
Preuve. Une nouvelle application du lemme de McGowan montre qu’il existe une
constante strictement positive C, non nulle et inde´pendante de ξ et m telle que pour tout
p ∈ {2, . . . . . . , n− 1}, µ˜1,p(Ωµ˜,ξ,m) ≥ C. Alors, ‖φ‖2 ≤ 1/C. La suite de la preuve est alors












Fig. 9 – Fonction g
La suite de la preuve de 4.13 consiste en un raisonnement par re´currence qui montre a` la
fois, la convergence desK premie`res valeurs propres non nulles de Ωµ˜,ξ,m pour les p−formes
exactes (A) vers (µ˜1,p/ξ
(p) 2
1 , . . . , µ˜K,p/ξ
(p) 2
K ) et la concentration des formes propres corres-





Soit (dφm1 , . . . , dφ
m
K), une base orthonormale de formes propres exactes (A) associe´es aux
valeurs propres µ˜1,p(Ωµ˜,ξ,m), . . . , µ˜K,p(Ωµ˜,ξ,m). On peut supposer que les formes φm1 , . . . , φ
m
K
sont coexactes et ve´rifient les condiditons de bord (A).
Soit la fonction f (p) qui vaut 1 sur Ω˜ξ,m ainsi que le long de chaque petit cylindre, sur
une longueur respective de ξ(p)k /2− ξ(p)k m/10, puis de´croˆıt vers 0 sur une longueur ξ(p)k /2
et vaut 0 sur le reste de Ωµ˜,ξ,m. Encore une fois, f (p) ne de´pend, sur les cylindres, que
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de l’abscisse le long de l’axe. Les de´rive´es de f (p) sont borne´es inde´pendamment de m.
Voir figure 8. Notons que c’est en des points ou` la fonction g vaut 1 que les fonctions
f (p), f
(p)
1 , . . . , f
(p)
K sont non constantes.
L’ide´e qui sous-tend ce qui suit repose sur le fait que les fonctions propres tendent vers 0
la` ou` on les modifie. Notons en particulier qu’il n’est pas ne´cessaire que f (p) + f (p)k vaille
1 la` ou` f (p)k n’est pas constante.
Comme dans la preuve du lemme 4.16, le lemme 4.19 donne








1 ) = q(dφ
m
















1 ) = lim infm→+∞









‖d f (p)φm1 ‖2 + ‖d f (p)1 φm1 ‖2 + . . .+ ‖d f (p)K φm1 ‖2
.




1 sont exactes et ve´rifient les conditions de bord
(A) a` l’ordre 0.
On en de´duit que













µ˜,ξ,m) ‖d f (p)φm1 ‖2 + µ˜1,p/ξ
(p) 2
1 ‖d f (p)1 φm1 ‖2
‖d f (p)φm1 ‖2 + ‖d f (p)1 φm1 ‖2 + . . .+ ‖d f (p)K φm1 ‖2
+ . . .+
µ˜K,p/ξ
(p) 2
K ‖d f (p)K φm1 ‖2
‖d f (p)φm1 ‖2 + ‖d f (p)1 φm1 ‖2 + . . .+ ‖d f (p)K φm1 ‖2
,
avec, d’apre`s le lemme 4.15, µ˜1,p(Ω
(p)







ont un rayon majore´ par 1/10) et avec µ˜1,p/ξ
(p) 2






1 ) ≥ µ˜1,p/ξ(p) 21 , c’est-a`-dire lim infm→+∞ µ˜1,p(Ωµ˜,ξ,m) ≥ µ˜1,p/ξ
(p) 2
1 .
Par le lemme 4.16, on en de´duit que lim
m→+∞ µ˜1,p(Ωµ˜,ξ,m) = µ˜1,p/ξ
(p) 2
1 .
De plus, par le lemme 4.19, lim
m→+∞ ‖d f
(p)φm1 ‖2 + ‖d f (p)1 φm1 ‖2 + . . .+ ‖d f (p)K φm1 ‖2 = 1.




1 ‖ = l > 0, R(dφ
φ(m)
1 )






1 , ce qui n’est
pas vrai. Ainsi, nous avons lim
m→+∞ ‖d f
(p)φm1 ‖ = 0.





1 ‖2 = 0.
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(p)φmi ‖2 = 0





i ‖2 = 0.














D’apre`s le lemme 4.19, les quotients R(dφmL+1) et


















ont meˆme limite infe´rieure.
Puisque les formes (dφm1 , . . . , dφ
m
K) sont deux a` deux orthogonales et que, par hypothe`se
de re´currence, les formes (dφm1 , . . . , dφ
m









, nous avons, pour tout k ∈ {1, . . . , L}, lim
m→+∞〈dφ
m









, si m est assez grand,













µ˜,ξ,m) ‖d f (p)φmL+1‖2 + 50µ˜K,p/ξ
(p) 2
K ‖d f (p)1 φm1 ‖2
‖d f (p)φmnL+1‖2 + ‖d f (p)1 φmL+1‖2 + . . .+ ‖d f (p)K φmL+1‖2
+ . . .+
50µ˜K,p/ξ
(p) 2
K ‖d f (p)L φmL+1‖2




L+1 ‖d f (p)L+1φmL+1‖2 + . . .+ µ˜K,p/ξ(p) 2K ‖d f (p)K φmL+1‖2
‖d f (p)φmnL+1‖2 + ‖d f (p)1 φmL+1‖2 + . . .+ ‖d f (p)K φmL+1‖2
,
avec, par le lemme 4.15, µ˜1,p(Ω
(p)
µ˜,ξ,m) ≥ 5µ˜K ≥ 5µ˜L+1,p ≥ 4µ˜L+1,p/ξ
(p) 2
L+1 .
On en de´duit de´ja` que lim inf
m→+∞R(dφ
m
L+1) ≥ µ˜L+1,p/ξ(p) 2L+1 , d’ou`, par le lemme 4.16,
lim
m→∞ µ˜L+1,p(Ωµ˜,ξ,m) = µ˜L+1,p/ξ
(p) 2
L+1 .
On montre alors comme dans l’e´tape d’initialisation de la re´currence que
lim
m→∞ ‖d f





Ceci termine la preuve de la proposition 4.13.
Remarque 4.20 Nous avons utilise´ de fac¸on fondamentale le fait que les valeurs propres
a` prescrire n’ont pas de multiplicite´. En effet, c’est cela qui nous a permis de ”localiser”
les formes propres afin d’obtenir la convergence du spectre.
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Terminons a` pre´sent le the´ore`me 1.1 lorsque n ≥ 3 et p ∈ {2, . . . , n− 1}.
Pour tout m ∈ N? et tout ξ ∈ B0, soit le domaine Ωµ˜,ξ,m de la proposition 4.13.
Soit alors la suite d’applications (Φm)m∈N∗ de´finie par :
Φm : B0 −→ R(n−2)K
ξ 7→ (µ˜1,2(Ωµ˜,ξ,m)− µ˜1,2, . . . , µ˜K,2(Ωµ˜,ξ,m)− µ˜K,2, . . . ,
µ˜1,n−1(Ωµ˜,ξ,m)− µ˜1,n−1, . . . , µ˜K,n−1(Ωµ˜,ξ,m)− µ˜K,n−1
)
Soit e´galement l’application























D’apre`s le premier point de la proposition 4.13, la suite (Φm) est une suite d’applica-
tions continues sur le compact B0.
De plus, l’application Φ est un diffe´omorphisme.
D’apre`s le second point de la proposition 4.13, la suite (Φm) converge simplement vers Φ.
Comme B0 est compact et que les applications Φm et Φ sont continues, la convergence est
en fait, d’apre`s le the´ore`me de Dini, uniforme. On applique alors le lemme suivant (voir
[CV1]) :
Lemme 4.21 Soit (Φm), une suite d’applications continues d’une boule ferme´e B0 ⊂
RK −→ RK , qui converge uniforme´ment vers un diffe´omorphisme Φ de B0 sur un compact
de RK contenant 0 dans son inte´rieur.
Alors, si m est assez grand, 0 est dans l’image de Φm.
Ainsi, il existe un entier M0 ∈ N et un e´le´ment ξ0 ∈ B0 tels que ΦM0(ξ0) = 0, c’est-a`-
dire tels que pour tout p ∈ {1, . . . , n− 1} et tout k ∈ {1, . . . ,K}, µ˜k,p(Ωµ˜,ξ0,M0) = µ˜k,p.
On choisit donc Ω2 = Ωµ˜,ξ0,M0 .
4.2 Existence de Ω1.
Nous allons redonner rapidement une preuve du the´ore`me 1.4 de [CV1] sans multipli-
cite´ et prescrivant e´galement le spectre des 1−formes (A).
La preuve s’appuie sur le re´sultat de [A2] donnant l’asymptotique des petites valeurs
propres lorsqu’on relie des domaines par des anses de petit rayon.
Les domaines que nous allons construire seront des voisinages tubulaires de graphes en
e´toile.
Le lemme suivant, qui est classique, montre que l’on peut prescrire le spectre sans multi-
plicite´ de tels graphes :
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Lemme 4.22 Soit S, l’ensemble des matrices syme´triques re´elles d’ordre K + 1 qui ne
posse`dent des termes non nuls que sur la diagonale, la premie`re ligne et la premie`re co-
lonne.
Soit µ = (0 < µ1 < . . . < µK), une suite strictement croissante de re´els positifs qui com-
mence a` 0.
Il existe une famille de K + 1 re´els strictement positifs a = (a0, . . . , aK) et une famille de







bii = ai 1κ0 i si i ∈ {1, . . . ,K}
b0,j = bj,0 = −√a0 aj 1κ0 j pour j ∈ {1, . . . ,K}
admette la suite µ pour spectre.
De plus, l’application qui a` a0, . . . , aK associe le spectre de la matrice B(a, κ) est un
diffe´omorphisme local sur R∗(K+1)+
La preuve est classique ; elle repose de manie`re fondamentale sur le fait qu’on prescrit
sans multiplicite´. Voir par exemple [CV2].
Nous pouvons alors e´tablir la proposition :
Proposition 4.23 Soit n ≥ 2, p ∈ {0, 1}.
Soit B0, une petite boule ferme´e de (R∗+)K , de centre (1, . . . , 1), non re´duite au point
(1, . . . , 1).
Il existe un diffe´omorphisme Φ0 sur B0 a` valeurs dans (R∗+)K qui ve´rifie
Φ0(1, . . . , 1) = (µ1, . . . , µK) ; il existe d’autre part un re´el 0 > 0 tel que pour tout  ≤ 0
et tout ξ ∈ B0, il existe un domaine Ωp,µ,ξ, a` bord lisse et diffe´omorphe a` Ω, tel que :
– L’application
B0 −→ (R∗+)K
ξ 7→ (µ1,p(Ωp,µ,ξ,), . . . , µK,p(Ωp,µ,ξ,))
est continue.
– On a la convergence :
(µ1,p(Ωp,µ,ξ,), . . . , µK,p(Ωp,µ,ξ,)) −−→→0 Φ0(ξ).
Ici, B0 devra eˆtre assez petit pour que les K premie`res valeurs propres non nulles d’une
certaine matrice parame´tre´e par ξ donnent un diffe´omorphisme (par rapport a` la variable
ξ).
Preuve de la proposition 4.23. Construisons Ω0,µ,ξ, : soit la matrice B(a, κ) donne´e
par le lemme 4.22 de spectre 0 < µ1,0 < . . . < µK,0.
Soit K boules euclidiennes Ω1, . . . ,ΩK de volumes respectifs 1a1 , . . . ,
1
aK
. Notons ri, les
diame`tres respectifs de ces boules. Sans suire a` la ge´ne´ralite´, on peut supposer que le bord
de ces boules est euclidien sur un 0−voisinage d’un point (ou` 0 est une constante positive
non nulle) ; cela permettra de recoller les domaines de fac¸on lisse.
Pour tout i ∈ {1, . . . ,K}, soit Ωi(ξi), l’image de Ωi par l’homothe´tie de rapport ξi. Soit
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alors un domaine de volume 1, diffe´omorphe a` Ω, dont le bord contient un ouvert de Rn−1
de diame`tre plus grand que 2(r1+ . . .+rK) (cf figure 10). On notera encore Ω ce domaine.
Fig. 10 – De´formation de Ω
Suivant la construction indique´e dans [A2], on relie de fac¸on lisse chacune des boules
Ωi(ξi) a` Ω par des −anses (la liaison se faisant la` ou` le bord est euclidien ; on suppose
que  est infe´rieur a` 0 pour que l’on puisse effectuer tous ces recollements).
Rappelons que ces −anses sont du type
Ai() =
{
(x1, . . . , xn−1, xn) ∈ Rn : xn ∈]− si, si[,
√





ou` ρi est une fonction lisse sur l’intervalle ]− si, si[ (si > 0).




i (t) dt = κ0,i (ou` les re´els κ0,i sont
donne´s dans le lemme 4.22).
Notons Ω˜0,µ,ξ, le domaine ainsi obtenu, qui est bien diffe´omorphe a` Ω (cf figure 11).
Ωi(ξi)
Ω
Fig. 11 – Construction de Ω˜0,µ,ξ,
Soit alors Ω0,µ,ξ,, l’image de Ω˜0,µ,ξ, par l’homothe´tie de rapport√
τn−1 (n−1)/2, ou` τn−1 est le volume de la sphe`re unite´ Sn−1.
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Le re´sultat de [A2] permet alors d’affirmer que
(µ1,0(Ω0,µ,ξ,), . . . , µK,0(Ω0,µ,ξ,)) −−→→0 Φ0(ξ),
ou` Φ0(ξ) est la suite des K premie`res valeurs propres non nulles de la matrice B(a(ξ), κ)
(avec a(ξ)i = (ai/(ξi)n)).
Notons que si B0 est assez petite, l’application ξ 7→ Φ0(ξ) est bien un diffe´omorphisme (le
fait qu’il n’y ait pas de multiplicite´ est ici fondamental).
Enfin, si ξ = (1, . . . , 1), on obtient le spectre de B(a, κ) qui, par construction, vaut
(µ1, . . . , µK).
Nous avons ainsi construit notre domaine Ω0,µ,ξ,.
Maintenant une nouvelle application du lemme de McGowan montre que µ˜1,2(Ω˜0,µ,ξ,) est
minore´ par une constante positive non nulle inde´pendante de  et µ˜1,2(Ω0,µ,ξ,) −−→→0 +∞.
Ainsi les K premie`res valeurs proprs non nulles pour les 1-formes de Ω0µ,ξ, sont celles
associe´es a` des formes propres exactes ; elles proviennent donc des fonctions (A).
On peut donc choisir e´galement Ω1,µ,ξ, = Ω0,µ,ξ, pour  assez petit.
On termine alors comme en section 4.1 par une application du lemme 4.21.
5 Cas des varie´te´s riemanniennes compactes.
Le preuve du the´ore`me 1.2 est mot pour mot la meˆme que celle du the´ore`me 1.1. Nous
ne la referons donc pas.
Notons juste les modifications a` apporter par rapport au cas euclidien :
1. Construction de la me´trique g1.
La preuve est la meˆme, compte tenu que l’on peut, de meˆme que dans le cas eucli-
dien, controˆler l’asymptotique des petites valeurs propres lorsqu’on relie des varie´te´s
riemanniennes par des anses (voir [A-C2] et [A2]).
De plus, les homothe´ties sur les domaines sont remplace´es par des homothe´ties sur
la me´trique.
Lorsque la dimension vaut 2, les petites valeurs propres que l’on obtient pour les
fonctions en reliant des varie´te´s par des anses de petit rayon se retrouvent (via
l’ope´rateur de Hodge) au niveau des 2−formes. On prescrit donc le spectre des
1−formes avec multiplicite´ 2 dans ce cas. En revanche, si la dimension vaut au
moins 3, on controˆle comme dans le cas des domaines, graˆce au lemme de McGowan,
le spectre des 2−formes exactes.
2. Construction de la me´trique g2.
– On utilise le the´ore`me 2.3 au lieu de 2.1 (ge´ne´ralisation dans le cas compact des
halte`res de Cheeger).
– Les homothe´ties sur les domaines sont encore remplace´es par des homothe´ties sur
la me´trique.
– Le the´ore`me 3.1 est remplace´ par le re´sultat de [Ge-P].
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– Dans la preuve de l’e´quivalent du lemme 4.15, on n’utilise pas le the´ore`me 2.11
mais simplement le fait que l’on peut controˆler le spectre des p−formes exactes
absolues du produit d’un intervalle par une petite boule euclidienne.
Remarque 5.1 Par l’ine´galite´ de Weinberger (voir [W]), nous ne pouvons pas prescrire
le volume en meˆme temps que le spectre dans le cas des fonctions et des 1−formes qui
ve´rifient les CB (A) sur les domaines euclidiens.
En revanche, le re´sultat de [C-D] montre qu’il n’y a pas d’obstruction a` prescrire le volume
lorsqu’on prescrit le spectre des fonctions sur les varie´te´s compactes. Un tel travail a e´te´
fait par Lohkamp dans [L].
Annexes.
A Le lemme de McGowan.
Il s’agit d’un re´sultat de´montre´ par McGowan dans le cas des 2−formes diffe´rentielles
exactes d’une varie´te´ compacte (voir [MG], lemme 2.3) et qui se ge´ne´ralise aux p−formes
diffe´rentielles, p ≥ 2 (voir [Ge-P], lemme 1).
Si (M, g) est une varie´te´ riemannienne compacte et (U1, U2) est un recouvrement de cette
varie´te´ par deux ouverts, on minore la N ie valeur propre de (M, g) pour les p−formes
exactes en fonction des premie`res valeurs propres pour les p−formes exactes (avec CB
(A)) des ouverts U1, U2 et des premie`res valeurs propres pour les (p− 1)−formes exactes
(avec CB (A)) de l’ouvert U1 ∩ U2. L’entier N est e´gal a` 1 + dimHp−1(U1 ∩ U2).
Plus pre´cise´ment, il existe trois constantes a, b, c > 0 telles que







En particulier, si la cohomologie absolue en degre´ p−1 de l’intersection est nulle, on minore
la premie`re valeur propre des p−formes exactes.
Notons que ce lemme se ge´ne´ralise a` un recouvrement par un nombre quelconque (fini)
d’ouverts, au moins lorsque l’ordre des intersections n’est pas plus grand que 2. De plus il
reste valable pour les varie´te´s a` bord, dans le cas des CB (A).
Remarque A.1 Dans la preuve du lemme intervient une partition de l’unite´ dont on a
besoin de controˆler le gradient en norme L∞. La constante c de la minoration donne´e plus
haut devient grande si ce gradient est grand. En fait, le lemme de McGowan ne donne des
estime´es non triviales que si les valeurs propres exactes des ouverts Uα∩Uβ sont du meˆme
ordre de grandeur que leur diame`tre. C’est le cas dans tout cet article.
B Indications sur le lissage des ouverts.
La re´union de deux domaines d’intersection non vide est un ouvert dont le bord n’est
pas, en ge´ne´ral, une sous varie´te´ lisse de Rn.
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L’exemple qui s’offre souvent a` nous dans cet article consiste en un domaine de Rn auquel
on rajoute un domaine de bord cylindrique (produit d’un intervalle par une boule de
codimension 1).
Il est toutefois possible de lisser le bord de ces domaines. L’ide´e consiste a` de´former le
bord du domaine initial au voisinage d’un point afin de rendre nulles toutes les courbures
principales (voir figure 12).
On n’a plus alors qu’a` recoller le cylindre, apre`s l’avoir ”e´vase´” a` l’une de ses extre´mite´s
et ”arondi” a` l’autre ; voir figure 13.
Il est e´galement possible de lisser un cylindre seul : voir figure 14.
Nous ne ferons pas tout cela en de´tails dans cet articles. Toutes les constructions sont
explique´es dans l’appendice de [G1].
Cette me´thode fournit e´galement le lissage des halte`res de Cheeger compactes (qui sont le
bord de domaines euclidiens).
Dans le cas ge´ne´ral des varie´te´s riemanniennes abstraites, on recolle un cylindre a` la varie´te´
en excisant une boule et en modifiant la me´trique au voisinage du bord de la boule excise´e




Fig. 12 – De´formation du bord
Fig. 13 – Fonction dont toutes les de´rive´es sont infinies au bord de l’intervalle de de´finition.
Le rayon du cylindre recolle´ varie en fonction du point correspondant sur l’axe, suivant
cette fonction. On en de´duit le recollement du cylindre.
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Fig. 14 – Lissage d’un cylindre
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